5


Харківський національний університет імені В. Н. Каразіна

факультет радіофізики, біомедичної електроніки та комп’ютерних систем
КУРСОВА РОБОТА

З ЕЛЕКТРОДИНАМІКИ
ТЕМА КУРСОВОЇ РОБОТИ
Керівник
Студент групи 
Харків 20__

Зміст
Завдання……………………..…………………………….…………………3
Вступ……………………….…………………………..…………………….4
Основна частина………………………………..…………....………………5
1. Виведення основних рівнянь магнітної гідродинаміки…...…........5
2. Магнітогідродинамічні хвилі…………......................................….10
Висновки…...…………………………………………………………….…14
Список використаної літератури………..…………………………….......15
Завдання
Розглянути основні рівняння магнітної гідродинаміки стосовно іоносферної плазми. Привести розв’язання рівнянь, що описують поширення магнітогідродинамічних хвиль.
Вступ
Як відомо, планету Земля оточено газовою оболонкою, що називається атмосферою. Атмосфера захищає Землю від космічних частинок і космічного випромінювання, що забезпечує можливість існування життя на нашій планеті. У той же час не менш важливою захисною оболонкою Землі є магнітосфера. Магнітосфера – область навколоземного простору, фізичні властивості якої визначаються магнітним полем Землі та його взаємодією з потоками заряджених частинок. Потік протонів та електронів, що йде від Сонця (сонячний вітер), потрапляє під вплив магнітного поля Землі, яке суттєво змінює траєкторії руху частинок, і заряджені частинки здійснюють гвинтовий рух уздовж силових ліній магнітного поля в напрямі до полюсів. Взаємодія цих часток з верхніми розрідженими шарами атмосфери й магнітосферою приводить, наприклад, до виникнення таких явищ як полярні сяйва (світіння, що викликані збудженням кисню та азоту), геомагнітні бурі (сильні збурення магнітного поля Землі) тощо. У той самий час взаємодія сонячного вітру з іонізованою частиною верхньої атмосфери (іоносферою) приводить до цілої низки збурень магнітного поля, багато з яких мають характер майже періодичних варіацій з періодами від декількох десятих секунди до декількох сотень секунд. Відомо, що в замагніченій (такій, що знаходиться в магнітному полі) плазмі під дією збурень можуть виникати різні хвильові процеси. Отже, вважають, що явища, які відбуваються в розрідженій слабоіонізованій іоносферній плазмі з високою електропровідністю в магнітному полі Землі, визначаються поширенням магнітогідродинамічних хвиль.

З цього випливає, що для розуміння процесів, які відбуваються в іоносфері, необхідно розглянути явища, що виникають у плазмі, яка знаходиться в магнітному полі. Для такого аналізу плазми з успіхом використовуються моделі, в яких плазма вважається суцільним середовищем. Найпростішою з них є модель провідної рідини. У цій моделі властивості плазми не відрізняються від властивостей, наприклад, рідкого металу. Наука, що вивчає рух провідних рідин або газів за допомогою спільного розв’язання рівнянь гідродинаміки та електродинаміки, називається магнітною гідродинамікою. У цій роботі розглядаються основні рівняння магнітної гідродинаміки, що описують поширення магнітогідродинамічних хвиль у плазмі, та їх розв’язання.

Основна частина
4. Виведення основних рівнянь магнітної гідродинаміки
Якщо провідне рідке (або газоподібне) середовище знаходиться в магнітному полі, то при його гідродинамічних рухах у ньому індукуються електричні поля і виникають електричні струми. Але на струми в магнітному полі діють сили, які можуть істотно вплинути на рух рідини. З іншого боку, ці струми змінюють і саме магнітне поле. Таким чином, виникає складна картина взаємодії магнітних і гідродинамічних явищ, яка повинна розглядатися на основі спільної системи рівнянь поля і рівнянь руху рідини.

Для буквальної застосовності магнітної гідродинаміки необхідно, щоб для руху, що розглядається, характерні відстані й проміжки часу були великими порівняно з довжиною пробігу і часом пробігу носіїв струму (електронів, іонів) відповідно. У деяких випадках однак рівняннями, які формально співпадають з рівняннями магнітної гідродинаміки ідеальної рідини, може описуватися і рух середовища з великою довжиною пробігу.

Магнітна проникність середовищ, про які фактично йдеться в магнітній гідродинаміці, мало відрізняється від одиниці, і ця відмінність не має значення для досліджуваних тут явищ. Тому скрізь будемо вважати 
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Складемо систему магнітогідродинамічних рівнянь в умовах, коли можна знехтувати усіма дисипативними процесами, тобто для ідеальної рідини. Це означає, що не враховуються як процеси в’язкості і теплопровідності, так і скінченність електричної провідності середовища 
[image: image2.wmf]s

; остання вважається як завгодно великою.
Електромагнітне поле в рухомих провідниках на основі рівнянь Максвелла визначається так
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Рівняння 
(4)

 визначає зв’язок між струмом і полем у рухомих провідних середовищах. У ньому  GOTOBUTTON ZEqnNum250097  \* MERGEFORMAT  – напруженість електричного поля в системі відліку, що рухається разом з провідником (супутня система); 
[image: image9.wmf]E
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 – напруженість електричного поля в системі, що покоїться; 
[image: image10.wmf]v
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 – швидкість системи, що рухається, відносно системи, що покоїться, тобто в даному випадку – швидкість провідника (яку ми припускаємо, природно, малою порівняно зі швидкістю світла).
Виразивши з рівняння 
(2)

  GOTOBUTTON ZEqnNum495088  \* MERGEFORMAT  через 
[image: image12.wmf]H
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 і підставивши до (1)

, отримаємо
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Розкривши праву частину для 
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, маємо
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Поклавши 
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, маємо
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Гідродинамічні рівняння містять рівняння неперервності
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(
[image: image21.wmf]r

 – щільність рідини) і рівняння Ейлера
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де 
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 – об’ємна щільність сторонніх, у даному випадку електромагнітних, сил. При 
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 основний внесок до магнітного поля дає сила
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яку можна отримати, наприклад, з сили Лоренца. Таким чином, рівняння руху рідини набуває вигляду
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До цих рівнянь треба ще додати рівняння стану
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яке пов’язує між собою тиск, щільність і температуру рідини та рівняння збереження ентропії, яке відображає адіабатичність руху за відсутності дисипації:
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де 
[image: image29.wmf]s

 – ентропія одиниці маси рідини, а
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позначає «субстанціональну» похідну, яка визначає зміну величини при переміщенні рідини разом частинкою, що рухається. Рівняння (13)

 і складають повну систему магнітогідродинамічних рівнянь ідеальної рідини.(8)

-
В основі записаної системи рівнянь лежить зневага струмом зміщення в рівняннях Максвелла. Це означає, що вважається
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Виразимо 
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 через 
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, взявши до уваги, що 
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. При нескінченній провідності як завгодно мале електричне поле викликало б нескінченний струм (4)

, що вимагало б нескінченно великої витрати енергії, і тому є неможливим. Отже, у наближенні ідеальної провідності електричне поле в системі координат, яка пов’язана з провідним середовищем, повинно дорівнювати нулю
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або
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Підставивши до нерівності (14)

, одержимо умову
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де 
[image: image38.wmf]l

 і 
[image: image39.wmf]t

 – характерні для даного руху параметри довжини і часу. З формули 
(9)

 маємо оцінку  GOTOBUTTON ZEqnNum332905  \* MERGEFORMAT  і тоді з 
(17)

 знаходимо умову  GOTOBUTTON ZEqnNum798027  \* MERGEFORMAT  – рух повинен бути нерелятивістським (що і передбачалося нами з самого початку). З рівняння 
(11)

 маємо оцінку  GOTOBUTTON ZEqnNum586658  \* MERGEFORMAT ; у сукупності з (17)

 це дає умову для величини магнітного поля:
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Повернемося до рівняння 
(11)

. Йому може бути надано важливе наочне тлумачення. Розкриємо  GOTOBUTTON ZEqnNum586658  \* MERGEFORMAT  праворуч у цьому виразі, врахувавши при цьому, що 
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Підставивши сюди згідно з рівнянням безперервності (10)
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отримаємо після простого перегрупування членів:
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З іншого боку, розглянемо будь-яку «рідку лінію», тобто лінію, яка переміщується разом з частинками рідини, що її складають. Нехай 
[image: image49.wmf]l
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 – елемент довжини цієї лінії. Визначимо, як він змінюється з часом. Якщо 
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 є швидкість рідини в точці на одному кінці елементу 
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, то її швидкість на іншому кінці дорівнює 
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. Тому протягом часу 
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 елемент 
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 зміниться на 
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Очевидно, зміна векторів 
[image: image57.wmf]l

d

r

 і 
[image: image58.wmf]/

H

r

r

 з часом визначається однаковими рівняннями. Звідси випливає, що якщо в початковий момент часу ці вектори збігаються за напрямом, то вони залишаться паралельними і надалі, а їх довжини будуть змінюватися пропорційно один до одного. Іншими словами, якщо дві нескінченно близькі частинки рідини знаходяться на одній і тій самій силовій лінії, то вони будуть перебувати на одній і тій самій силовій лінії і надалі, а величина 
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 буде змінюватися пропорційно відстані між ними



[image: image60.wmf].

H

l

d

r

r

r

:

 
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (20)

Переходячи від нескінченно близьких точок до точок, що знаходяться на будь-якій скінченній відстані одна від одної, ми приходимо до висновку, що кожна силова лінія переміщується разом з частинками, які розташовані на ній. Можна сказати, що (при 
[image: image61.wmf]s

®¥

) магнітні силові лінії ніби вморожені до речовини рідини та переміщуються разом з нею. Величина ж 
[image: image62.wmf]/
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 змінюється в кожній точці пропорційно розтягуванню відповідної «рідкої лінії». Наприклад, при плоскому стисненні поперек поля довжина силових ліній не змінюється, внаслідок чого 
[image: image63.wmf]H

 змінюється пропорційно 
[image: image64.wmf]r

. При плоскому стисканні вздовж поля довжина силових ліній змінюється обернено пропорційно щільності, а 
[image: image65.wmf]H

 залишається постійним.

Ці результати мають й інший наочний аспект. З них випливає, що при переміщенні з часом будь-якого замкнутого рідкого контуру він не буде перетинати силових ліній. Це означає, що потік магнітного поля через будь-яку поверхню, що спирається на рідкий контур, залишається незмінним у часі.
5. Магнітогідродинамічні хвилі
Розглянемо поширення малих збурень в однорідному провідному середовищі, що знаходиться в постійному магнітному полі 
[image: image66.wmf]0
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. При цьому будемо розглядати рідину як ідеальну, тобто знехтуємо всіма процесами дисипації в ній.
Виходимо з системи магнітогідродинамічних рівнянь 
(13)

 означає лише, що якщо незбурене середовище є однорідним, то і в збуреному середовищі буде (11)

. Рівняння ж адіабатичності (8)

– GOTOBUTTON ZEqnNum713857  \* MERGEFORMAT , тобто рух є ізоентропічним.
Вважатимемо
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де індексом 
[image: image69.wmf]0

 позначено постійні рівноважні значення величин, a 
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 – їх малі змінення у хвилі. Малою того ж порядку є і швидкість 
[image: image73.wmf]v

r

, яка дорівнює нулю в рівновазі. Зважаючи на ізоентропічність руху, зміни щільності й тиску пов’язані один з одним рівнянням
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 – квадрат звичайної швидкості звуку в даному середовищі. Нехтуючи в рівняннях (11)

 малими величинами порядку вище першого, отримаємо наступну систему тепер уже лінійних рівнянь:
(8)

-
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Тут і нижче для стислості зазначений індекс 
[image: image77.wmf]0

 у рівноважних значень величин опускається.
Шукаємо розв’язок цих рівнянь у вигляді плоскої хвилі. Тоді система (21)

 зводиться до системи алгебраїчних рівнянь
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(рівняння ж 
[image: image79.wmf]0
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, що слідує з 
[image: image80.wmf]div0
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, виконується автоматично і може окремо не розглядатися).
Перше з рівнянь 
(22)

 показує, що вектор  GOTOBUTTON ZEqnNum734247  \* MERGEFORMAT  перпендикулярний до хвильового вектора, напрям якого оберемо як вісь 
[image: image82.wmf]x

. Площину ж, що проходить через 
[image: image83.wmf]k
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 і 
[image: image84.wmf]H
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, оберемо як площину 
[image: image85.wmf]xy

. Крім того, введемо фазову швидкість хвилі 
[image: image86.wmf]/
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. Виключивши 
[image: image87.wmf]r
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 з третього рівняння за допомогою другого і переписавши рівняння в компонентах, отримаємо таку систему:
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Ми розбили тут рівняння на дві групи, перша з яких містить тільки змінні 
[image: image90.wmf]z

h

, 
[image: image91.wmf]z

v

, а друга – тільки 
[image: image92.wmf],,

yxy

hvv

. Звідси випливає, що збурення цих двох груп змінних поширюються незалежно один від одного. Що стосується збурень густини (а з нею і тиску), то вони поширюються разом зі збуреннями 
[image: image93.wmf],,
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 та пов’язані з 
[image: image94.wmf]x
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 співвідношенням
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Умова сумісності двох рівнянь (23)

 дає
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У цих хвилях коливається компонента 
[image: image97.wmf]z

h

 магнітного поля, яка є перпендикулярною до напряму поширення хвилі і напряму постійного поля 
[image: image98.wmf]H

r

. Разом 
[image: image99.wmf]z
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 коливається швидкість 
[image: image100.wmf]z

v

, яка пов’язана з 
[image: image101.wmf]z
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 співвідношенням
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Зв’язок між 
[image: image103.wmf]w

 і 
[image: image104.wmf]k

r

 (закон дисперсії), що задається формулою (26)

, істотно залежить від хвильового вектора
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Фізичною ж швидкістю поширення хвиль є групова швидкість – похідна 
[image: image106.wmf]/

ddk

w

. У даному випадку вона дорівнює
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і не залежить від напряму 
[image: image108.wmf]k

r

; напрям поширення хвилі, що розуміється як напрям її групової швидкості, збігається з напрямом поля 
[image: image109.wmf]H

r

. Ці хвилі називають альфвенівськими, а швидкість (26)

 – альфвенівською швидкістю.
Звернемося до хвиль, що описуються рівняннями 
(24)

 і прирівнявши його до нуля, отримаємо квадратне рівняння відносно (24)

; їх називають магнітозвуковими. Склавши визначник рівнянь  GOTOBUTTON ZEqnNum519807  \* MERGEFORMAT , корені якого мають вигляд:
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Таким чином, ми отримуємо ще два типи хвиль; хвилі, що відповідають знакам «
[image: image112.wmf]+

» і «
[image: image113.wmf]-

» у формулі (30)

, називають відповідно швидкою і повільною магнітозвуковими.

У граничному випадку, коли 
[image: image114.wmf]22

0

4

Hu

pr

<<

, маємо 
[image: image115.wmf]0
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, а із рівнянь 
(24)

 випливає, що  GOTOBUTTON ZEqnNum519807  \* MERGEFORMAT . Іншими словами, швидкі магнітозвукові хвилі в граничному випадку переходять у звичайні звукові хвилі, що поширюються зі швидкістю 
[image: image117.wmf]0

u

. Слабке поперечне магнітне поле у хвилі пов’язано з 
[image: image118.wmf]x
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 так:
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У тому самому граничному випадку швидкість повільної магнітозвукової хвилі збігається з альфвенівською швидкістю 
[image: image120.wmf]A

u

. При цьому
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як і в хвилі першого типу, але тільки з іншою поляризацією: вектори 
[image: image122.wmf]v

r

 і 
[image: image123.wmf]h

r

 лежать у площині, що проходить через 
[image: image124.wmf]k

r

 і 
[image: image125.wmf]H

r

, а не перпендикулярно до неї.

У нестисливій рідині (чому формально відповідає граничний перехід 
[image: image126.wmf]0

u

®¥

) залишається всього один тип хвиль – альфвенівський – з двома незалежними напрямами поляризації. Закон дисперсії цих хвиль дається формулою 
(28)

, а вектори  GOTOBUTTON ZEqnNum464095  \* MERGEFORMAT  і 
[image: image128.wmf]h

r

 перпендикулярні до хвильового вектора і пов’язані співвідношенням
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Той факт, що за наявності поздовжнього магнітного поля поперечні зсуви рідини поширюються в ній у вигляді хвиль, може бути наочно розтлумачений. Зважаючи на «вмороженість» силових ліній, поперечне зміщення частинок рідини приводить до їх викривлення і, тим самим, до розтягування, a в деяких місцях і згущення. Але характер діючих у магнітному полі сил є таким, якби магнітні силові лінії прагнули скорочуватися і в той самий час відштовхуватися один від одного. Тому при їх викривленні з’являються квазіпружні сили, які прагнуть знову випрямити їх, що і приводить до виникнення коливань, подібних до пружних коливань струни.

Закінчення
До області застосування магнітної гідродинаміки входять дуже різноманітні фізичні об’єкти – від рідких металів і електролітів до космічної плазми. Причому остання є настільки характерним об’єктом магнітної гідродинаміки, що саму магнітну гідродинаміку іноді розглядають як розділ фізики плазми.

Незважаючи на те, що теорія поширення магнітогідродинамічних хвиль розвинена добре, експериментальне вивчення цього питання є досить складним. Лабораторні експерименти з магнітогідродинамічними хвилями вимагають наявності іонізованого середовища з магнітним полем такої напруженості, щоб магнітні сили, які повертають середовище до початкового стану після збурення, були порівняними зі звичайною пружністю рідини. Такі умови в лабораторії створити важко. Однак, у природних умовах Земля оточена частково іонізованим середовищем малої щільності, в якій геомагнітне поле обмежує свободу руху частинок. Ця область (магнітосфера) переходить в міжпланетний простір, в якому переважають потоки плазми, що випускаються Сонцем. В обох областях магнітні повертаючі сили є значними, і там можуть поширюватися реальні магнітогідродинамічні хвилі.

Зі сказаного вище зрозуміло, що теоретичне і експериментальне вивчення магнітогідродинамічних хвиль є важливим для розуміння процесів, що відбуваються в атмосфері.
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